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Localisation dans les duo - anneaux 


Mohamed Ben Fraj BEN MAAOUIA and Mamadou SANGHARE 


ABSTRACT. À ring À is called a duo ring if every one - sided ideal is 
two - sided. We will introduce in this note notions of localization at a 
prime ideal P of a duo ring À and a localization of a left À - module 
M, and we will show that M, has a natural structure of left À, - 
module and that if M is a flat left A - module then M, is flat both 
as à left À - module and a left À, - module. In particular A, is a left 
A - module. 


Introduction 


La localisation d’un anneau non nécessairement commutatif dans une 

partie multiplicative de non diviseurs de zéro a été étudiée par plusieurs au- 
teurs. La condition de Ore est une condition nécessaire et suffisante pour 
l'existence d’un anneau de fraction à gauche à dénominateurs dans une partie 
multiplicative de non diviseurs de zéro (voir [1]). Mais à notre connaissance, 
l'étude du localisé d’un module à gauche M sur un anneau non commutatif 
A relativement à une partie multiplicative de non diviseurs zéro de À n’est 
pas encore abordée de manière systématique, ni le transfert de certaines pro- 
priétés d’un idéal Z de À sur l'idéal Zp de Ap où P est un idéal premier 
de À. 
Dans cet article nous étudions le localisé d’un duo-anneau A relativement 
à l’ensemble S' des éléments réguliers du complémentaire A\P d’un idéal 
premier P de À, et nous introduisons une notion de localisé MP rela- 
tivement à S de tout module à gauche M sur un duo - anneau A. Nous 
montrons que MP a une structure naturelle de Ap - module à gauche, et 
nous montrons que si M est un À - module à gauche plat, alors MP est 
à la fois un À - module à gauche plat et un Ap - module à gauche plat. En 
particulier AP est un A-module à gauche plat. 


1. Définitions et Résultats préliminaires 


Dans cet article le mot anneau désigne un anneau associatif, unitaire et 
non nécessairement commutatif ; les modules sont supposés unitaires. 

Un anneau À est dit duo - anneau à gauche si tout idéal à gauche est 
bilatère. Il est dit duo - anneau à droite si tout idéal à droite est bilatère et 
il est dit duo - anneau s’il est duo - anneau à gauche et à droite. 

. A est un duo - anneau si et seulement si pour tout a € À, aAÀ = Aa. 
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. Une partie S d’un anneau À est dite partie semi - multiplicative si : 
pour tous a, b € $, il existe x € À tels que axbe S$. 


Elle est dite multiplicative si 14 € S et S est stable par multiplication 
c'est à dire pour tous rte S,st€S, une partie multiplicative S est dite 
saturée si pour tous 5,5 € À, ss €e S implique se S et ses. 

. Soit P un idéal d’un anneau À, P est dit premier si pour tous 


a, bE À, la relation aA bC P, entraîne ae P oube P. 


LEMME 1.1. Soient À un duo - anneau et P un idéal premier de À. Alors 
P est premier si et seulement si pour tous a,b € À, la relation ab € P 
entraîne a € P ou be P. 


Preuve 
Supposons P premier. Alors, on a les implications 


abE P—= (ab) ACP—aAbCP—aePoubeP. 
La réciproque est évidente. 


LEMME 1.2. Soient À un duo - anneau et P un idéal premier de À. Alors 
A\P est une partie multiplicative saturée de À. 


Preuve 

Soient àa,b € A\P. Alors a & P et b # P donc d’après le lemme précédent 
ab & P. Il en résulte que A\P est une partie multiplicative. 

Soient a,b € À, tels que ab € A\P alors ab € P donc a € P et b 
P d'où a € A\P etbe A\P. 


Ainsi A\P est une partie multiplicative saturée. 


LEMME 1.3. Soient À un duo - anneau, P un idéal premier de A 
et S l’ensemble des éléments réguliers de A\P. Alors S est une partie 
multiplicative saturée. 


Preuve 

S est évidemment l'intersection de deux parties multiplicatives saturées de 
A. qui sont A\P et l’ensemble des éléments réguliers de À. 

Dans toute la suite S désigne l’ensemble des éléments réguliers de A\P. 


REMARQUE 1.4. Si À un duo - anneau et P un idéal premier de À, 
l’ensemble A\P peut contenir des diviseurs de zéro dans À. Par exemple 
pour À =Z/6z , P = {0,2,4} =2.Z/67 est un idéal premier de A., mais 
3 qui appartient à A\P est un diviseur de zéro. 


THÉORÈME 1.5. Soient À un duo - anneau , P un idéal premier de À, 
S' l’ensemble des éléments réguliers de A\P et M un À - module à gauche. 
Alors la relation binaire R définie sur S x M par : 
. / 
(s,m)R(s',m') si et seulement si ils existent x,y € S tels que . EL ” 
est une relation d'équivalence. 
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Preuve 
La réflexivité et la symétrie de À sont évidentes. 
Il suffit donc de montrer la transitivité de R. Soient (s,m) , (s/,m’) et 
(s”,m/') des éléments de Sx M tels que (s,m)R(s',m'), et (s',m')R(s"”,m”) 
_— / 
alors ils existent x,y € S tels que PT He (1.1) 
TS = YS 
de ci z'm = ym" 
et ils existent x',y € S tels que dl a (2.1) 


Soit p € À tel que r'y = pr’. Comme S est saturé et que pr’ =1'yEe S 
alors pE€ S , donc on a l’implications suivante : 


(7 = pym" re = (py}m" 


pz's’ _ py's" ges (py'}s" 


et d’après (1.1) on a l'implication 


Posons x” = x'r et y" = py". 


On a 
ll 
T'Mm =y M .… 
RS RO TT A 0 
donc À est transitive. 


Notation 
(S x M)/R est noté par SM ou MP et si (s,m) € S x M on note 





1 


(s,m) = — (ou sm) où (s,m) est la classe d'équivalence de (s,m) modulo 


Fe 





mm m 
COROLLAIRE 1.6. Soient — € MP et 5€ S, alors : ris 
s 


Preuve 
Posons r=1esS et y=s ES. Ona 


sm 


{ / m 
CSM) = et me donc — = — 
( ) yum x(s s) ys n : _ 


PROPOSITION 1.7. Soient À un duo - anneau et P un idéal premier de 
A. Alors pour tous a€ À, s€S, ils existent a € À et SES tels que 
s'a = as 


Preuve 
Comme sA = As il existe a! € À tel que sa = a's. 
I suffit donc de prendre 5’ = 8. 
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2. Etude des structures de AP et Mp 


THÉORÈME 2.1. Soient À un duo - anneau, P un idéal premier de À et 
M un À - module à gauche alors la correspondance 


+: MpX Mp —> Mp 
m mm M M Oxam+ym 
ET) TT 


8  s’ s s ysS 
où z,yE S sont tels que xs = ys’', est une loi de composition interne 
sur M. 


Preuve 
Comme À est un duo-anneau, ils existent x,y € S tels que xs = ys’. 
mm  xm+ym 

/ 


Montrons que — + rl est indépendant du choix de x et 7 


dans $S. Supposons qu'il existe x’,y/ € S vérifiant x's = y's/. 


4 / / / 
Montrons alors que EURE UE 
ys! y' s! 
One, PUR  doem ty agm 
s! u'œ'ys" 

Or pour y/x'x il existe x” € S tel que 

yæzæ=ya'z (12) 

et pour y/r'yilexiste y” € S tel que yx'y = y'y'y et il existe y” E S 

tel que 

v'y'y né y". (2.2) 
Donc d’après (1.2) et (2.2) on a les implications suivantes : 


y'x'xs — y'x'x's y'x'ys! js y'z'x's y'y"'y's" Eat y'x"'y's. 


« / 
D'oùy"y"zx's ns y'x"x s 


Comme S$ ne contient pas de diviseurs de zéro, on a 
y'y"x _ y'x"x" (3.2) 
Donc 
rm Æ ym' : y'y"'x'm + y'x'ym' : y'z"'x'm de y'y"'y'm' 
vs! y'x'ys! y'y"'y's! : 
D'après (3.2), on a 


LR LE à 11, 1 


y'y/'æ"m + y'y"ym _ z'm+ÿm 
y'y!!y! s! dé y! s! 


’ 
56 zm+yn  z'm+ym m 
—— = ————. Donc — + — 
ys’ y's' s s 
est indépendant du choix de x ety dans $. Il en résulte que si u,vEesS, 


alors 
m1 m9 um); + UM 2 


81 S9 US] US9 
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En effet, pour d,k € S tels que d(us;) = k(vs2), on a : 


um  UM2  d(umi)+k(uma)  (du)m:i+(ku)ma m1 ma 
US] US9 k(vso) : (ku)s9 8] 59 


car (du)s1 = (kv)so. 


Montrons que si 


alors 
ma, M2 TM | mo 
S1 S9 s 85 
/ / 
m1 m TM) = YyiIMm 
Comme — = — , ils existent x1 ,y1 € S tels que cie sn j* 
8] S T151 — Vis 
ce / 
me m T2M2 — YIMO 
et comme — = —<, ils existent x, yo € S tels que 
s 5 
: T982  — Y259 
M] Mo TI M1 + Y Ma 
On a donc — + — — che bin 6. avec TS] = 82, 


. S1 32 ys2 
d'Où T2 T1T81 = T2TiYsS2. 


Soient p,qg et g ES tels que 
T1T = PT] , Lo T1 = QT2 Et Toy — g't2. 


On a alors T2 TU 82 = Q Lo V 89 ,X9 L1T S1 — T2PDT] 5: et ToTi1y 82 
QToy So d'Où Ti1y S2 = QToy So = QQ 82 52, 
et on obtient les égalités suivantes : 
/ 
T2PD L151 — T221Lo81 — TL2T1 YS2 — QLIY 52 — QG X2 82. 
Maintenant de l'égalité xop x151 = qgq'æ280. 
On a : 


/ / / 
T2PV18, — 94 Y282. 
m] m2 TM] ym2 





Or — + — = —— puisque ZSs1 = ys2 donc 
S] S9 TS] YS9 

TM] yM A To2T]1zm: du T2T]yme2 

TS) ys2 T2T]TS] ToTj]ys2 


/ / / / 
__ÆT2PTiM1  qQL2M2  LoPYiM qq V2 
ToPT1S1  Qg'T2S2 ToPY1S1  qq'Y2s9 
Posons z'=x2 py1 et y = qq'ys Ona 
| EE à RS Ç / / 
m] m2 TM FYM m m 
— CS de US —l+—? car z',yeS et x'si = y's. 


Ainsi + est bien une loi de composition interne sur Mp. 
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COROLLAIRE 2.2. Pour tous mmeM,et s€esS. 


Mm mm mim/! 


S S S 


Preuve , mi 
Ona 1s—=1s donc A ue M 
s s 1s s 


m+m/ 


THÉORÈME 2.3. Soient À un duo - anneau, P un idéal premier de À et 
M un À -module à gauche. Alors (Mp,+) est un groupe commutatif appelé 
localisé à gauche de M en P. 


Preuve 


E . 0 # 
La commutative de + est évidente. F- est l'élément neutre de + dans 
A 


.m —m Ne m 
MP et si — € Mhp, rs est le symétrique de ra Nous montrons donc 


s 
uniquement l’associativité de +. 
! 


m  .m” m mm m'  xm+ym m 
Pr Er Dee mul: 


‘ mm 
Soient PE ET à et CT E MP. On a à" à M — / 1! 
S S S S S ysS S 
z'(xm 4. ym') + y/m" 
l gl! 


avec æz,y,æ,y € S, sont tels que xs = ys' et x'ys! = y's" 





Some (a 4m” _zaem+(a'ym+ym")  z'æm z'ym'+ym" 
s  s$ s!! y's!! y's"! y's!! 
z'xm T'ym  ym'\  zm ” gym  m'\  zm Ps m' & m'\ 
r'us! gl! Is | ys! r'ys! ss! | xs s! s! ] 
y y à y y y 
m m mm 
AT 


THÉORÈME 2.4. Soient À un duo - anneau, P un idéal premier de À, 
alors la correspondance 


X : Ap X AP TT : Ap 
zb 
(— ,—) + — où (w,z) € S x À et wa = zs/, 
ws 
est une loi de décomposition interne sur Ap. 


Preuve " 
: a — ; 
Soit Fe € Ap x Ap. D’après la proposition 1.6 il existe (w,z) € S x À 


tel que wa = zs'. Supposons qu'il existe (w/,2/) € S x À tel que w’a = 2’s/. 
/ 
Z z'b pa 

Montrons que — = —— D'après la proposition 1.7 ils existent n°€ À et 
m € S tels que nw = mw'. Comme S est saturée et que mw' € S, donc 
n € S. De l'égalité nwa = mw'a, ona nzs' = mz's!. $ ne contient pas 
de diviseurs de zéro donc nz2 = m2. 

n(zb) =m(z'b) 


On a donc Ho) mile 


LOCALISATION DANS LES DUO - ANNEAUX 169 


zb  2'b a b | 
D'où En donc = 5 est indépendant du choix de (w,2) € S x A. 
s 
Il reste à montrer que le produit de deux éléments de Ap est indépendant 
du choix de leur représentant. Supposons que 


1, ES 
S1 5! 82 5 


Montrons que 





a] zb1 
— X + = —— avec wa = 25! 
51 S! WS] 
Supposons que b 7x 
a2 2 ? 02 / jy k EL vf 
—X+ = —— avec Wa) =2s) où (w,z),(w',2)Ee S x À 


Comme ws; € S et w's2 € S, alors d’après ce qui précède, il existe p,q € S 


a a2 . 

tels que pws1 = qw's2. D'autre part, comme miss 2 , ils existent x,yeS 
51 82 

tels que za = yas et xs] = yso. 


: 1 2 
De même, comme — = —, ils existent x’ et y € S tels que zx'b1 = y/b2 
s s 
1 2 
et x'si —ys,. Comme (pw,x) € S x S on peut trouver m',n/ € S 
tels que m'pw = n'x. Or n'x 51 = n'ys. 
Donc n'xs1 = n'ys2 = m/pws; = m'qw's2. On a alors n/y = m/qw’ , 
ce qui implique que n'ya2s = m'qw'as et n'ra1 = m'pwai. 
Mais n'xa, = n'ya, donc m'pwa; = m'qw'a. D'où pwa; = qw'a2. Ainsi 
pzs\ = g2'8,. Comme (pz,x')e AXxS, ilexiste (as,53) € A X S tel que 
s3pz = az’ et on a les implications suivantes : 
S3p281 = a3r'si —+ s3q92/8, = a3yÿ sh — 5397 = ay —> 53q2/b2 = 
zb; Z bo 
a3y'b2 = a3x'b1 = Sapzbi. Donc gz'b2 = pzby etona —— = ——, Ainsi 
WS; WU 59 
x est bien une loi de composition interne sur Ap. 


THÉORÈME 2.5. Soient À un duo- anneau et P un idéal premier de À. 
Alors Ap muni de l'addition et de la multiplication définies plus haut est un 
anneau unitaire appelé localisé à gauche de À en P. 


Preuve 
D’après le théorème 2.3 (Ap, +) est un groupe commutatif. Montrons alors 
que : 


a b C 
Soient — ,—, =. € AP. On a: 
3 


81 82 
a b C zb C . 
— X—|]X—=—— x — , avec wa = 282 où (w,z) € S x À 
5] S9 S3 wS] S3 
et 
zb C g 


C “ 
— X—=——— ,avec W'zb =2's3 où (w,2)ES x À. 
51 


170 MOHAMED BEN FRAJ BEN MAAOUIA AND MAMADOU SANGHARE 


D'autre part 


a b C a 
— X (£ x 2) sm avec xb = ys3 où (x,y) € S X À. 
S9 S3 8] TS. 


et , 

a yC Yy JC , 

— X — = —— avec z'a = y'xs2 où (x',y') € S x À. 

5] TS9 T 8] 
Comme w/w et x’ sont dans S ,ilexiste m,n € S tel que nw'w = mx’ 
implique nw'ws, = mzx's; ,et on a nw'wa = mzx'a ce qui donne d’après ce 


qui précède, nw'zss = my'xs9. D'où on a les implications suivantes 
nw'z = myx— nw'2b = myxb = nz's3 = my'ys3 — n2 = myy 


nz'c = my'yc. 





2'e 'yc 
Il résulte donc de ces égalités que — Eh 
US] T' S] 
bi , a b C a b C 
Ainsi on a l'égalité (2 X =) X—=—X|—Xx 2) , donc * est asso- 
S] 89 53 S] 89 53 
ciative. j 
Il est clair que 1 est l’élément unité de la loi x dans WMp. 
a bb C 
Soient — , — et — € Ap. Ona 
S1 S9 S3 
a b c a zb + yC 
— X (2 + 2) = — X (et) , AVEC TS9 = YS3,T,YES 
S1 82 83 81 yS3 
z(xb + yc 


= ———— , avec wa = zys3 Où (w,z) € S x À 
ax ae _ 2xb  zyc 
US US US 
Comme Z%52 = Ys3 , On à 2%S2 = 2ys3 = wa, , donc 
zxb a 


b 
— = — X —  Çar (zx)s9 = Wa et (w, zx) E S X À. 
US] S] S92 








ZYC_ &@  c 
D'autre part on a eg ,Car wa = zys3 et (w,zy) € S x À. 
ws] 81 53 ni 
Donc CLR 
a 5 , à a bd Fc 
—_xX(—+—)=—x—#— 
81 S2 82 S1 S2 83 
On a 
b C Z2C 
— X — = avec wWob = 2283. 
82 83  W289 
donc 
a C b C Z21C Z2C T121C + Y122C T2, + Y220)C 
Se, be me, me acte  (ma+wmle 
81 S3 S2  S3 W1S51  W282 Y1w282 Y1W282 
avec 


T1W151 = Y1W252 Et T121C = T2202C. 


LOCALISATION DANS LES DUO - ANNEAUX 171 


Ona Eratuz)c _ y(aia + vez) 
y1w282 YY1W289 
Soit wES tel que wy = yyw. 
Ona 10, 22 _ ra + yem)c 


W]5] W989 wys2 
Montrons que w(xra + yb) = zs3. On a 


. Posons 2 = y(x121 + y222). 


w(za + yb) = wxa + wyb 


OT WTS1 = WYS2 , dONC WTS1 = YY1W282 = YTW181 , d'Où WT = YTiW)] 


donc w(xa + yb) = yriw;a + yyewob = y(riwia + yawob). 
D'autre part 253 = y(T121+Y22o)s3 = y(T12153+V22283) = Y(TiW1a+yrwob). 


b b 
Da (RE) ete 


5 C b 
ainsi + X—=—X—+— x —. 
859 53 S1 S3 S9 53 
THÉORÈME 2.6. Soient À un duo - anneau, P un idéal premier de À 


et M un À - module à gauche. Alors MP est rrouré d’une structure de Ap - 

a a m 2m 
module à gauche de manière que si — € Ap et — € MP, alors ur ar 
où (w,z) Ee S x À est tel que ses é 


Preuve 
De la même manière que dans le théorème 2.4, on montre que la correspon- 


dance 
a M ZM 
ns ou bot mmmmmmmnnne 
S1 S2 WS] 


avec wa = 252 et (w,z2) € S x À est une application. 
Montrons alors que (Mp,+,.) est un Ap - module à gauche. 


| a b M, M 
Soient —,— € Ap et =" 27 MP. Alors on a : 
S1 52 52 


Cn 
is 


Le (7 + =) = — (ete) avec T5] = yS, 
8] 892 S1 US 
cs ten op avec (w,z) € S x À et wa = 2y59 
: zxma + 2ymo  ZTMA | ZUmM2 
wS] WS] wS] 





= car(w, zx) € S x À et wa = zts! 


car (w,zy) € S x À et wa = zys». 
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donc 
a M] à M9 & M] QG 79 
51 | 9 S] 81 51 #9 
2) | 
a b M, zTza+yb m; 
81 82 8] yS2 81 
on à 


QG M] 21m] 


81 S$] _ W]181 


m1 22m] 
— = avec Wob = 225 ; (wo,z2) € S x À. Donc 
S9 S; W9osS9 


1 / 
ZM 29M1 TL 21M + Y 22m 
met ee ee avec (x, ES x Set x'wis1 = y'W28o 
W81 Wo8o y W282 


avec wja = 251 et (w1,z1) € S x À. 











implique 
AM  Z2oMmo (ra +Yyzo)mi  y(r'1 + V'z2)m 


W1S1  W289 y'W2892 yy'W282 


Soit we S tel que wy = yyw2 donc 





/ / 
21M)] ” zoMa2 _ Y(x' 21 + V'z2)m 
W]181 WosSn wUVysS2 


Posons 2 = y(x'2, + y/22) et montrons alors l'égalité w(xa + yb) = 251. On 
a w(xa + yb) = wxza + wyb , or 


WTS] = WYS2 —+ WTS1 = YY Woo => WTS1 = YT'W15] —> WT = YT'Wi. 


Donc w(xza + yb) = yr'wa + yy'wob = y(x'w;a + y'uw»b). 

D'autre part 251 = y(x'2 + y'20)s) = y(x'z1s! + y'2051) = y'(r'ua + 

y'wob) b 

Ta m a m 
donc a . — = —— — s ) * 
. À © b m a m b m 

Ainsi (242). ni min 

3) On démontre de la même manière que pour l’associativité de x dans Ap, 

js Said à a _b m a b m a  b 

l'égalité suivante : | — X—/}.,—=—.|—,— |] pour tous —, — € Àp 
82 S] 81 52 


7 





m 
et pour tout T € MP. 
1 
m 1 m m 
4) Il est clair que 14, . — = j: — = — , pour tout . € MP. 
Ainsi (Mp,+,.) est un Ap - module à gauche. 


PROPOSITION 2.7. Soient À un duo - anneau, PF un idéal premier de 
A, N un À - module à gauche, M un Ap - module à gauche et 
f:N — M un homomorphisme de À - modules à gauche. Alors 1l existe 
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un et un seul homomorphisme de AP - modules à gauche f : Ny — M 
rendant commutatif le diagramme suivant : 


N—+ M 


14 


Np x > 
VMX 


| n Nr | 
où i(n) = g pournEe M, est Fetion canonique. 


De plus si f est ingectif, f l’est aussi. 


Preuve 
= aie cfn\ _Jf(n) ,n 
f est définie par f|-—| = où — EN, 
s s s 
REMARQUE 2.8. L'exemple suivant montre que si À est un duo - anneau 
et P un idéal premier de A. Alors AP n’est pas en général un duo - anneau. 


Exemple (voir [2]) Soit F le corps des fonctions polynomiales à coefficients 
dans Q, où Q est le corps des rationnels. 
Les éléments de F' sont ordonnés de la manière suivante : 


(Qnt® + + Go)(Qnt + +0) > 0 


si et seulement si Qqnqg, > 0. 

Soit G l’ensemble des couples (a,b) € F? tels que a > 0. Alors G muni de 
l'opération interne (a,b)(c,d) = (ac,bc+d) est un groupe d’élément neutre 
(1,0). Ainsi G muni de cette opération est un groupe ordonné par l’ordre 
lexicographique. On considère R = Q{{GT}} l'anneau des séries formelles 
Sa Ja OÙ Ga E Q et {ga} suite bien ordonnée d'éléments de G avec 
9a > (1,0). Donc À est un duo - anneau (voir [4]). 

Soit la valuation v : R — GU{oco} définie par : 


u(r) = inf {9aiqa Z0} sir- Ÿ_ Gaga Æ0 et v(0) = co. 
Posons 
P={rerR; u(r)>(1,q), pour tout ge Q} 
P est un idéal premier. Et l'idéal à droite monogène de RP (t,0)Rp n'est 
pas un idéal à gauche de Rp car 
(1,—1).(6,0) = (t,—t) = (t,0)(1, —t) & (t,0)Rp. 
CQ 


THÉORÈME 2.9. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de À et 
M un À-module à gauche, alors MP est un A-module à gauche, de manière 
m a m 


m 
que si aE À et —EM,, a. — = -,— 
s s L # 
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Preuve : 
Elle résulte du fait que l’anneau À s’injecte dans l'anneau AP par l’'homomorphisme 
d’anneaux : 
| mn: À — ÀAp 
a 


A + — 


1 


COROLLAIRE 2.10. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de À 
et I un idéal quelconque de A alors : 
a) AP est un (À - À). bimodule. 
b) IP est un A-module à gauche. 
c) PP est un (A - A) bimodule. 


Preuve 

a) résulte du fait que À est un sous - anneau de Ap. 

b) résulte du théorème 2.9, car I est À - module à gauche. 
c) résulte du théorème 2.9 et de la proposition 2.7. 


THÉORÈME 2.11. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de À, S 
l’ensemble des éléments réguliers de A\P et Q un idéal premier de À tel que 
S C A\Q. Alors l'idéal QP de AP est premier. 


Éteure 
b b b zb 
Soient — — et —- € Ap tels que — — ds - C Qp. Ecrivons = x “Jul où 
(w, ae Ste Àé in = et: Alors zb € Q , donc 2€ Q ou be Q. SibeQ. 
alors = - € _ Supposons que z € Q alors wa = zt € Q donc a € Q car w # Q. 
b "b 
. si — = AP : C QP alors — = € Qp ou - r € Qp. Ce qui prouve que QP est 
prériles. 


COROLLAIRE 2.12. Soient À un duo-anneau et P un idéal premier de À. 
Alors Pp est un idéal premier de Ap. 


Preuve 
Evident d’après le théorème précédent car S C A\P 


3. Platitude des Ap et Mp 
PROPOSITION 3.1. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de À et 
M un A-module à gauche. Alors 
tr : M 
m 


—— 
— 


est A-linéaire. 
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PROPOSITION 3.2. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de A et 
f:M — M' un morphisme de A-module à gauche. Alors : 


fP MP + M 
m ,, fm 
s s 
est un morphisme de AP module à gauche. 


THÉORÈME 3.3. Soient À un duo anneau et P un idéal premier de A. 
Alors la relation 
S7( ): A - Mod — Ap — Mod 
définie pour tout M € A— Mod, par S7! (M) = Mp 
et pour tout f : M — M' un morphisme de A-modules à gauche par , 
ST1(f) = f, est un foncteur covariant additif. 


Preuve 
a) Soient f : M — M" et g:M' — M” deux morphismes de A-modules 
à gauche, alors 


S*(gof) = (gof)r : Mp — M°p 








m 
S S 
Pour tout — E MP ; (gof)r(—) gof(m) _ g(f(m)) 


s 

= ÿP (©) = ÿP (re (2)) = gpor(®). 

Ainsi S—1(gof) = S—!(g)oS-\(f). 

b) Soient M un A-module à gauche et 
Slim) : Mp — Mp 


1w : M — M 
m m 





s 
donc EE 3) = lw,. 
c) Soient M, M' deux A-modules à gauche et f1, f2 deux morphismes de A- 
modules à gauche de M dans M. 
Alors : 
ST fi+ fe) : Mp — ME 
m  __, (fi+f2)(m) 


- s 
donc pour tout — E My, ST fi + fo) (2) = (f + he(?) 
(f1+ f2)(m) _ fm) + fotm) _ fiUm) , f2(m) 


(Ar te + (Dr (T) 254) (se + s-1(7) (2) 


Ainsi d’après a), b) et c) S71( ) est un foncteur covariant additif. 
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THÉORÈME 8.4. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de À et 
soit 
DM Le M Le M es Ô 
une suite courte exacte de A-modules à gauche. Alors la suite : 


Di MES LE es 2 DA pt © 
est une suite courte exacte de AP-modules à gauche. 


Preuve 
a) Montrons que fP est un monomorphisme ? 


! / ! 
Soit — e M} tel que fp (=) = Om, alors fer ss 2 implique ils existent 


x,y € S tel que rf(m') = Om et xs = y implique f(xæm') = Om comme 
! 
zm Or 
f est un monomorphisme alors æm’ = Ow: alors F = Om, 


/ 
m 
Donc—- — Ou: 
Donc fP est un monomorphisme. 
b) Montrons que gp? est un épimorphisme ? 
b) 


Soit 7 € M> alors m” € M" et comme g est un épimorphisme donc il 


mn m'! m m'' 
existe m € M tel que gfm) = m" — ar — Te —+ #r( ) M: empis 


ainsi gp est un épimorphisme. 
c) Montrons que K'er gp = Imfp ? 
- Montrons que K'er gp C Im fp. 


. m m g(m) 
Soit —e K > — | = Oyyn => = = Ojgn 
O1 © ETIP 9P F MY û MÉ 
m Our 
alors g(m) = 1 alors ils existent z,y € S tel que xg(m) = Or et 


s | 
xs =y implique g(xm) = Or donc zm € Kerg alors æm € Imf 
implique il existe m’ € M tel que f(m') = xm donc 


m/) æm m m' m 
PORC RCANTET RE 
xs TS s xs 5 
donc _ € Imfp. Ainsi Kergp C Imfp. 
- Montrons que Imfp C Kergp 
/ 


/ / 
Soit — € ImfP et soit 7 € M} tel que (Te) = — Alors gofe (© 


s! 
m m\ _ gof(m) Or 
ge(®) = (7) = LP - Ge ou 


d’où Fr € Kergp , donc Imfp € Kergp. Ainsi Imfp = Kergp. Il en 
résulte que la suite 


O — Mh JE, M 8e, M} — O est exacte. 
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COROLLAIRE 3.5. Soient À un duo-anneau et P un idéal premier de A. 
Alors le foncteur S71( ) : A — Mod — Ap — Mod est covariant, additif et 
exact. 


PROPOSITION 3.6. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de À et 
M un A-module à gauche. Alors 


Ur : Ap x M — MPp 


(4? a.m 
“+ TTL bumenth,  -emsmmms 
S S 


THÉORÈME 3.7. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de A et 
M un A-module à gauche. Alors il existe un isomorphisme fonctoriel : 


AS ) — Ap (9. 


est À - bilinéaire. 


Preuve 
D'après la proposition 3.6, pour un À - module à gauche M l'application : 


U y : Ap x M Sin MP 
(£ ) a.m 
—,Mm sg 

5 8 


estA- bilinéaire, donc d’après la propriété universelle du produit tensoriel, il 
existe un homomorphisme de groupe Um : Ap @ 1 M — Mp défini par 


ÜUu(3) ® Mi) = ÿ cr Donc il suffit de montrer que Um est bijectif. 
t 


L 


. je 1 
* Um est surjectif : car pour — Te MP ,ona Ou (= 8m) = — , 


+ Üm est injectif. Soit È  & M; € À COM: On a 


L= 8 m= >- 5 2 am = 16 Zu am où = Ile et 


m=s "18€ S. 
Donc tout élément de ÀAp @4 M est de la forme 


=®Y où YeMet ses. 


1 =  i 
Donc dire que 8T € K'erUm revient à dire que — = Om, , ils existent donc 
s 


1 1 
r,z' ES tels que xŸ —=0et xs = x! d'où =®Y=ESY-—®@4Y-0 


I] en Ne que Ker Üy = 0. Ainsi Um est bijectif. On peut donc prendre 


COROLLAIRE 3.8. Soient À un duo-anneau et P un idéal premier de À. 
Alors AP est un A-module plat. 
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Preuve : 

Soit O — M' — M — M" — O une suite exacte de A-modules à 
gauche. Alors d’après ce qui PE le diagramme suivant est commutatif 
et à lignes exactes : 














0 M MPp MP 0 
\! Ks DU 
0 Ap @4 M Ap @4 M Ap @4 M" 0 














ainsi AP est un A-module plat. 


COROLLAIRE 3.9. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de À et 
M un A-module à gauche plat. Alors MP est un A-module à gauche plat. 


Preuve 
Soit O — M; À, M> un monomorphisme de À - modules à droite. Alors, 


comme M est plat, O — M@4M: Imey M@ AM: est un monomorphisme. 
Et comme Ap est plat, O —+ Ap @4 M @4 M — Ap @A M @A M: est 
aussi un monomorphisme, or À, @4 M © MP en tant que À - modules à 
gauche, donc O — Mp a M; — Mp @A Ma est un monomorphisme, 
ainsi MP est un A-module à gauche plat. 


THÉORÈME 3.10. Soient À un duo-anneau, P un idéal premier de À et 
M un A-module à gauche plat. Alors MP est un AP-module à gauche plat. 


Preuve 


Soit O —> M; +, M2 un monomorphisme de AP-modules à droite. 


lmp®f 
Montrons que O — Mp®4,M: is MP®A,M est un monomorphisme. 


> - T'; a Ti 
Soit — Q Vi € MPp A, M; tel que (use OAp s)( How) = (), 
1 
Alors ÿ Bi @ ju) =0. donc ÿ + ® /(w) . = = 0 ce qui donne 


Eue/(u 2) — 0 c’est-à-dire fes) (Cum! 2) = 0 comme 


1m ® f est la restriction à Le de lm-®©f ,et que lu @ f est injectif, 


donc + — Qui = » Ti Q Yi» = = = 0. Ainsi 1, ® f est un monomorphisme 
et par suite MP est un À sand plat. 
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